
Äèñòàíöèîííûé ýòàï îëèìïèàäû �Ôèçòåõ-2011�
11 êëàññ. Ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå öèôð êîòîðîãî ðàâíî 540.

Îòâåò. 2569

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 540 = 5 · 33 · 22. Öèôðà 5 îáÿçàíà áûòü öèôðîé èñêîìîãî ÷èñëà.
Ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ öèôð ðàâíî 108. Òî åñòü èõ íå ìåíåå òðåõ, è èñêîìîå ÷èñëî
èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ öèôð. Î÷åâèäíî, ÷òî â íàèìåíüøåì ÷èñëå íåò öèôðû 1, è âñå
öèôðû èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ïîïûòàåìñÿ íàéòè íàèìåíüøåå ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî
ñ ïðîèçâåäåíèåì öèôð 540. Ïóñòü åãî ïåðâàÿ öèôðà 2. Â íåì åñòü öèôðà 5, à ïðîèçâåäåíèå
îñòàâøèõñÿ ðàâíî 54 = 33·2. Òî åñòü äâå äðóãèå öèôðû � 9 è 6. Íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ òàêèìè
öèôðàìè � 2569. Åñëè æå ïåðâàÿ öèôðà áîëüøå 2, òî ÷èñëî áóäåò áîëüøå, ÷åì 2569.

2. Âïèñàííàÿ â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòü äåëèò òî÷êîé êàñàíèÿ îäèí èç êà-
òåòîâ íà îòðåçêè äëèíû 6 è 7. Íàéäèòå äëèíó ãèïîòåíóçû.

Îòâåò. 85

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A, B, C (∠C = 90◦), à òî÷êè êàñàíèÿ ñî
ñòîðîíàìè BC, AC, AB êàê L,M , N ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà CM = 6, AM = 7. Ïî ñâîéñòâó
êàñàòåëüíîé CL = 6, AN = 7, BL = BN . Ïóñòü BN = x, òîãäà AC = 13, BC = 6 + x,
AB = 7 + x, è ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷èì: 132 + (6 + x)2 = (7 + x)2, îòêóäà x = 78 è
AB = 85.

3. Ñòðîêè äîñêè 1001×2012 ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî 1001 ñíèçó ââåðõ, à ñòîëáöû ïðîíóìåðî-
âàíû îò 1 äî 2012 ñëåâà íàïðàâî. Çìåéêà íà÷èíàåò ïîëçòè èç ëåâîé íèæíåé êëåòêè äîñêè
íàïðàâî. Çìåéêà íå ìîæåò âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîñêè, è ïîñåùàòü îäíó êëåòêó áîëåå îä-
íîãî ðàçà. Åñëè çìåéêà íå ìîæåò ïðîäîëæèòü äâèæåíèå, îíà ïîâîðà÷èâàåò íàëåâî è äàëåå
ñëåäóåò ïî ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, çìåéêà ïðîéäåò äîñêó ïî ñïèðàëè, ïîáûâàâ â êàæäîé
êëåòêå ðîâíî ïî ðàçó. Íàéäèòå ñóììó íîìåðîâ ñòðîêè è ñòîëáöà êëåòêè, â êîòîðîé çìåéêà
çàêîí÷èò äâèæåíèå. Íà ðèñóíêå ïðîèëëþñòðèðîâàíî, ÷òî äëÿ äîñêè 4× 5 îòâåò 3 + 2 = 5.
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Îòâåò. 2013

Ðåøåíèå. Âûñîòà äîñêè � íå÷åòíîå ÷èñëî, è âûñîòà ìåíüøå øèðèíû. Ïîýòîìó äâèæåíèå
îêîí÷èòñÿ â ñðåäíåé (501-é) ãîðèçîíòàëè. Âñåãî áóäåò 1001 ãîðèçîíòàëüíûé õîä è 1000
âåðòèêàëüíûõ. Ãîðèçîíòàëüíûå õîäû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè áóäóò âïðàâî. Ïîýòîìó 1001

õîä çìåéêè âïðàâî áóäåò òàêèì, ÷òî ñïðàâà îñòàíåòñÿ ðîâíî
1000

2
= 500 çàïðåùåííûõ

êëåòîê. Òî åñòü çìåéêà îñòàíîâèòñÿ â âåðòèêàëè ñ íîìåðîì 2012 − 500 = 1512. Òîãäà
èñêîìàÿ ñóììà íîìåðîâ åñòü 1512 + 501 = 2013.

4. Äàíà ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà SABCD, îñíîâàíèå êîòîðîé ïðÿìîóãîëüíèê ABCD. Èç-
âåñòíî, ÷òî SB ⊥ ABC, AS =

√
3, SD =

√
7, à ∠SAB = 30◦. Íàéäèòå ïåðèìåòð ABCD.

Îòâåò. 7

Ðåøåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî AB ⊥ AD (òàê êàê ABCD � ïðÿìîóãîëüíèê), îòñþäà ïî òåîðå-
ìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ (òàê êàê SB ⊥ ABC) ïîëó÷àåì, ÷òî ∠SAD � ïðÿìîé. Èç
òðåóãîëüíèêà ASD ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

AD =
√
SD2 − AS2 =

√
7− 3 = 2.

Èç òðåóãîëüíèêà ASB ïîëó÷àåì, ÷òî AB =
√

3 cos 30◦ = 1, 5.

PABCD = 2 · (AB + AD) = 7.

5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèÿ 5x2 − 11x + 2 = 0 è
2x2 − (a+ 2)x+ a = 0 èìåþò îáùèé êîðåíü.

Îòâåò. 0,4

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êîðíÿìè óðàâíåíèÿ 5x2−11x+2 = 0 áóäóò ÷èñëà x1 = 2 è x2 = 0, 2.
Íàéäåì a, ïðè êîòîðîì ÷èñëî x1 áóäåò êîðíåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ïîäñòàâèì x1 = 2.
Ïîëó÷èì

8− (a+ 2) · 2 + a = 0,

îòêóäà a = 4. Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâèâ x2 = 0, 2, ïîëó÷èì a = 0, 4. Çíà÷èò, íàèìåíüøåå
a = 0, 4.

6. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà äåëÿò îïèñàííóþ îêîëî íåãî îêðóæíîñòü íà òðè äóãè. Äëèíû
îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû äâóõ èç ýòèõ äóã ñ ñåðåäèíàìè õîðä, ñòÿãèâàþùèõ ýòè
äóãè, ðàâíû 2 è 9. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 17.

Îòâåò. 80

Ðåøåíèå. Ïóñòü A, B, C � âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè,
M � ñåðåäèíà õîðäû AB (ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòðåçêó äëèíû 2), N � ñåðåäèíà õîðäû BC
(ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòðåçêó äëèíû 9). Çàìåòèì, ÷òî OM è ON � ñåðåäèííûå ïåðïåíäè-
êóëÿðû, è èõ ïðîäîëæåíèÿ ïåðåñåêàþò ñîîòâåòñòâóþùèå äóãè îêðóæíîñòè â ñåðåäèíàõ.
Òîãäà OA = OB = OC = 17, OM = 17 − 2 = 15, ON = 17 − 9 = 8. Òðåóãîëüíèê
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MBO ïðÿìîóãîëüíûé, OB = 17, OM = 15. Îòêóäà BM = 8. Àíàëîãè÷íî, èç ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà ONB ïîëó÷àåì, ÷òî BN = 15. Çíà÷èò, 4MOB = 4NBO. Îòñþäà
∠MOB = ∠NBO. Òîãäà

90◦ = ∠MOB + ∠MBO = ∠NBO + ∠MBO = ∠ABC.

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé. Åãî êàòåòû AB = 2MB = 16, BC = 2BN = 30,
à ãèïîòåíóçà AC = 34. Òîãäà èñêîìûé ïåðèìåòð ðàâåí 80.

7. Ìàøà è Ñàøà äåëÿò ìåæäó ñîáîé ÿãîäû, ñîáðàííûå èìè â ëåñó. Âíà÷àëå, Ìàøà áåðåò 15
ÿãîä, äàëåå äåòè áåðóò ÿãîäû ïî î÷åðåäè, ïðè÷åì êàæäûé áåðåò ðîâíî íà îäíó ÿãîäó áîëü-
øå, ÷åì ïðåäûäóùèé. Åñëè êîëè÷åñòâî ÿãîä, êîòîðîå ðåáåíîê äîëæåí âçÿòü, ïðåâûøàåò
êîëè÷åñòâî ÿãîä â êó÷å, îí áåðåò âñå îñòàâøèåñÿ ÿãîäû. Â êîíöå äåëåæà ó Ìàøè îêàçàëîñü
1012 ÿãîä. Ñêîëüêî ÿãîä áûëî â êó÷å?

Îòâåò. 2012

Ðåøåíèå. Êàæäûé ñëåäóþùèé õîä Ìàøà áåðåò íà äâå ÿãîäû áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùèé.
Òî åñòü íà k-îì õîäå îíà áåðåò ak = 15 + (k− 1) · 2 ÿãîäû. À âñåãî çà n òàêèõ õîäîâ Ìàøà
áåðåò

Sn = 15n+
n(n− 1)

2
= n2 + 14n

ÿãîä. Çàìåòèì, ÷òî S25 = 975 < 1012, S26 = 1040 > 1012. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ìàøà ñäåëàëà
15 õîäà, è Ñàøà ñäåëàë 25 õîäîâ, ïîñëå ÷åãî Ìàøà çàáðàëà îñòàâøèåñÿ ÿãîäû. Çà 25 õîäîâ
Ñàøà çàáåðåò íà 25 ÿãîä áîëüøå, ÷åì Ìàøà çà 25 õîäîâ, òî åñòü 1000. Çíà÷èò âñåãî ÿãîä
áûëî 1000 + 1012 = 2012.

8. Ïëîùàäè îñíîâàíèé óñå÷åííîé ïèðàìèäû ðàâíû 12 è 75, à âûñîòà ðàâíà 21. Íàéäèòå åå
îáúåì.

Îòâåò. 819

Ðåøåíèå. Îñíîâàíèÿ óñå÷åííîé ïèðàìèäû � ïîäîáíûå ìíîãîóãîëüíèêè. Êîýôôèöèåíò ïî-

äîáèÿ k =

√
75

12
=

5

2
. Ïîýòîìó âûñîòû èçíà÷àëüíîé è îòðåçàííîé ïèðàìèäû îòíîñÿòñÿ êàê

H

h
= k =

5

2
. Òî åñòü H =

5h

2
. Íî ïî óñëîâèþ H−h = 21. Ïîýòîìó h = 14, H = 35. Îòñþäà,

èñêîìûé îáúåì ðàâåí

V =
1

3
· 75 · 35− 1

3
· 12 · 14 = 875− 56 = 819.

9. �Æèãóëè� è �Ìîñêâè÷� îäíîâðåìåííî âûåõàëè èç ïîñåëêà À â ãîðîä Á è ÷åðåç 15 ìèíóò
�Æèãóëÿì� îñòàâàëîñü äîåõàòü äî ãîðîäà Á 40 êì, à �Ìîñêâè÷ó� 50 êì. ×åðåç ñêîëüêî ìè-
íóò ïîñëå �Æèãóëåé� ïðèåõàë â ãîðîä Á �Ìîñêâè÷�, åñëè ñêîðîñòü �Ìîñêâè÷à� ñîñòàâëÿåò
60 % îò ñêîðîñòè �Æèãóëåé�?

Îòâåò. 26
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Ðåøåíèå. ×åðåç 15 ìèíóò ðàññòîÿíèå ìåæäó �Æèãóëÿìè� è �Ìîñêâè÷îì� ñîñòàâèëî 10 êì.
Çíà÷èò, ðàçíîñòü èõ ñêîðîñòåé � 40 êì/÷àñ. Íî ýòà ðàçíîñòü � 40 % îò ñêîðîñòè �Æèãóëåé�.
Ïîëó÷àåì, ÷òî ñêîðîñòü �Æèãóëåé� � 100 êì/÷àñ, à �Ìîñêâè÷à� � 60 êì/÷àñ. Òî åñòü

�Æèãóëÿì� îñòàëîñü åõàòü
40

100
= 0, 4 ÷àñà = 24 ìèíóòû, à �Ìîñêâè÷ó� �

50

60
÷àñà = 50

ìèíóò. Òî åñòü â ãîðîä Á �Ìîñêâè÷� ïðèåäåò ÷åðåç 50− 24 = 26 ìèíóò ïîñëå �Æèãóëåé�.

10. Êàêîå êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: �Íàèìåíüøåå
îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 16, 50 è a ðàâíÿåòñÿ 1200�?

Îòâåò. 15

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 16 = 24, 50 = 52 · 2, 1200 = 52 · 3 · 24. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ÷èñëå a
ìíîæèòåëü 3 áóäåò ðîâíî â ïåðâîé ñòåïåíè, à ñòåïåíè ÷èñåë 5 è 2 ìîãóò áûòü ëþáûìè, íå
ïðåâîñõîäÿùèìè 2 è 4 ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü äëÿ ìíîæèòåëÿ 5 åñòü òðè âîçìîæíîñòè, à
äëÿ 2 � ïÿòü. Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ 3 · 5 = 15 âàðèàíòîâ.

11. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü áîëüøîé òðóáû íà 9 ì3/÷ áîëüøå, ÷åì ìàëåíüêîé òðóáû. Èç-
âåñòíî, ÷òî 16 ìàëåíüêèõ òðóá ìîãóò íàïîëíèòü áàññåéí íà ïÿòü ÷àñîâ áûñòðåå, ÷åì îäíà
áîëüøàÿ òðóáà. Íàéäèòå, êàêîé íàèìåíüøèé îáúåì (â êóáè÷åñêèõ ìåòðàõ) ìîæåò áûòü ó
áàññåéíà.

Îòâåò. 80

Ðåøåíèå. Ïóñòü îáúåì áàññåéíà V ì3, cêîðîñòü íàïîëíåíèÿ ìàëåíüêîé � x ì3/÷, à áîëüøîé
� x+ 9 ì3/÷. Òîãäà

V

16x
+ 5 =

V

x+ 9
.

Îòêóäà V (x) =
5

1

x+ 9
− 1

16x

=
80(x2 + 9x)

3(5x− 3)
. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ:

V ′(x) =
80

3
· (2x+ 9)(5x− 3)− 5(x2 + 9x)

(5x− 3)2
=

80

3
· 5x2 − 6x− 27

(5x− 3)2
.

Ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ ïðè 5x2− 6x− 27 = 0. Ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïðîèçâîäíîé, ïðè
êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì

x =
3 +
√

9 + 135

5
=

3 + 12

5
= 3.

Ïðè ýòîì V =
80 · (9 + 27)

3 · (15− 3)
= 80.

12. Íàéäèòå ÷èñëî ab, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî

2011 . . . 2011︸ ︷︷ ︸
101 ðàç

a2011b 2011 . . . 2011︸ ︷︷ ︸
101 ðàç
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äåëèòñÿ íà 99.

Îòâåò. 61

Ðåøåíèå. Ïî ïðèçíàêàì äåëèìîñòè íà 9 è 11 èìååì: a + b äàåò îñòàòîê 7 ïðè äåëåíèè íà
9, à b− a äàåò îñòàòîê 6 ïðè äåëåíèè íà 11. Òàê êàê a è b � öèôðû, èìååì: a+ b = 7 èëè
a+ b = 16, è b− a = 6 èëè b− a = −5. Òàê êàê ñóììà è ðàçíîñòü ÷èñåë èìåþò îäèíàêîâóþ
÷åòíîñòü, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: a + b = 7, b − a = −5, îòêóäà b = 1, a = 6; a + b = 16,
b− a = 6, îòêóäà b = 11, a = 5 � ÷òî íåâîçìîæíî.

13. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, ó êîòîðîãî âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå BC, â äâà ðàç ìåíü-
øå ýòîé ñòîðîíû, à âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå AC, â 32 ðàçà ìåíüøå ýòîé ñòîðîíû.
Íàéäèòå ñèíóñ óãëà C.

Îòâåò. 0,125

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âûñîòû AK è BM . Òîãäà BC = 2AK, AC = 32BM . Óäâîåííàÿ
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà

2S = BC · AK = AC ·BM = 2AK · AK = 32BM ·BM.

Îòêóäà AK2 = 16BM2, òî åñòü AK = 4BM . Ïóñòü BM = x. Òîãäà AK = 4x, BC = 8x,
AC = 32x. Òîãäà 2S = 32x2. C äðóãîé ñòîðîíû,

2S = AC ·BC · sin∠ACB = 256x2 · sin∠ACB.

Îòêóäà sin∠ACB =
32

256
= 0, 125.

14. Â âûõîäíûå äíè â ìåòðî ïàññàæèðîïîòîê óìåíüøàåòñÿ íà 70%, à èíòåðâàë ìåæäó ïîåç-
äàìè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 60%. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê â âàãîíå
ìåòðî â âûõîäíûå äíè ìåíüøå, ÷åì â ðàáî÷èå äíè?

Îòâåò. 52

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ðàáî÷èå äíè â âàãîíå ìåòðî â ñðåäíåì åçäèò x ÷åëîâåê, òîãäà â âûõîäíûå
åçäèò x · (1− 0, 7) · (1 + 0, 6) = 0, 48x. Òî åñòü ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê â âàãîíå ìåòðî
â âûõîäíûå äíè íà 100− 48 = 52% ìåíüøå, ÷åì â ðàáî÷èå äíè.

15. Ñåìü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âûïèñàíû â ðÿä. Êàæäîå ÷èñëî, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî, ðàâíÿåòñÿ
ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ ÷èñåë. Êàêîå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü
ïåðâîå ÷èñëî, åñëè ïîñëåäíåå ðàâíÿåòñÿ 2012?

Îòâåò. 396

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðâîå ÷èñëî ðàâíî x, à âòîðîå y. Òîãäà òðåòüå ðàâíî x + y, ÷åòâåðòîå �
x + 2y, ïÿòîå � 2x + 3y, øåñòîå � 3x + 5y, ñåäüìîå � 5x + 8y. Èòàê, 5x + 8y = 2012. Åñëè
x ìàêñèìàëüíî, òî y � ìèíèìàëüíî. Òî åñòü íàì íóæíî íàéòè òàêîå íàèìåíüøåå y, ÷òîáû
÷èñëî 2012 − 8y äåëèëîñü íà 5 (òàê êàê x íàòóðàëüíîå). ×èñëà y = 1, 2, 3 íå ïîäõîäÿò. À
ïðè y = 4 ïîëó÷àåì îòâåò: x = 396.
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16. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ïåðâûõ 12 ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ñîñòîÿùåé èç ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë, ðàâíà 3003, à ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí ïåðâûõ 12 ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè
ðàâíà 1001. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ 12 ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè.

Îòâåò. 729

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè, à ÷åðåç q � åå çíàìåíàòåëü. Òîãäà
ïî ôîðìóëå ñóììû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïîëó÷àåì, ÷òî

3003 = a+ aq + aq2 + . . .+ aq11 =
a(q12 − 1)

q − 1
.

Îáðàòíûå âåëè÷èíû
1

a
,

1

aq
,

1

aq2
, . . . ,

1

aq11
ê ÷ëåíàì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñèè òàêæå îá-

ðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì
1

a
è çíàìåíàòåëåì

1

q
. Îòñþäà

1001 =
1

a
+

1

aq
+

1

aq2
+ . . .+

1

aq11
=

1

a
·
(

1

q12
− 1

)
1

q
− 1

=
q12 − 1

q − 1
· 1

aq11
.

Èç ýòèõ âûðàæåíèé âûòåêàåò, ÷òî a2q11 = 3. Ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ 12 ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè
ðàâíî

P = a · aq · aq2 · . . . · aq11 = a11q1+2+...+11 = a12q66 = (a2q11)6 = 36 = 729.

17. Êàêóþ íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ìîæåò èìåòü òðåóãîëüíèê, äâå ìåäèàíû êîòîðîãî ðàâíû 3 è
7?

Îòâåò. 14

Ðåøåíèå. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíû AM = 7, BN = 3, L � òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ìåäèàí. Çàìåòèì, ÷òî òðè ìåäèàíû ðàçáèâàþò òðåóãîëüíèê íà øåñòü òðåóãîëüíè÷êîâ
ðàâíîé ïëîùàäè. Ïîýòîìó SABC = 6SBLM , íî

SBLM =
1

2
·BL · LM · sinBLM.

Òàê êàê ìåäèàíû òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû, òî

BL =
2

3
·BN = 2, LM =

1

3
· AM = 7

3
. Òîãäà

SABC = 6SBLM = 6 · 1

2
· 2 · 7

3
· sinBLM = 14 · sinBLM.

Ïëîùàäü ìàêñèìàëüíà, êîãäà sinBLM = 1, òî åñòü ìåäèàíû ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íåñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî òàêîé òðåóãîëüíèê ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò, ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ ïëîùàäü
ðàâíà 14.
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18. Ôèãóðà, çàäàííàÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè äâîéíûì íåðàâåíñòâîì 0 6 x2+y2−4y 6 10
ðàçðåçàåòñÿ ëèíèÿìè, çàäàâàåìûìè óðàâíåíèåì (x+ 2−y)(

√
3ax+y−2) = 0 íà íåñêîëüêî

÷àñòåé. Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷èñëî a, ïðè êîòîðîì ïëîùàäü íàèìåíüøåé ÷àñòè îòíîñèòñÿ
ê ïëîùàäè íàèáîëüøåé ÷àñòè êàê 5 : 7.

Îòâåò. 1

Ðåøåíèå. Ïåðâîå äâîéíîå íåðàâåíñòâî çàäàåò êîëüöî ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; 2). Âòîðîå óðàâ-
íåíèå çàäàåò ïàðó ïðÿìûõ y = x + 2 è y = −

√
3ax + 2, ïåðåñåêàþùèõñÿ â òîé æå òî÷êå

(0; 2). Òàêèì îáðàçîì, óãîë ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè äîëæåí ðàâíÿòüñÿ
5π

12
. Äëÿ óãëà íàêëî-

íà âòîðîé ïðÿìîé èìååòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: ϕ =
π

4
± 5π

12
. Ïðè ϕ =

π

4
+

5π

12
=

2π

3
óãëîâîé

êîýôôèöèåíò −
√

3a = −
√

3, òî åñòü a = 1. Ïðè ϕ =
π

4
− 5π

12
= − π

16
èìååì −

√
3a = − 1√

3
,

a =
1

3
. Íàèáîëüøåå a = 1.

19. Êàæäàÿ ñòîðîíà ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ðàçáèòà íà 21 ðàâíûõ ÷àñòåé. ×åðåç òî÷êè
äåëåíèÿ ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì. Â ðåçóëüòàòå òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà
441 òðåóãîëüíè÷êîâ. Íàçîâåì öåïî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíè÷êîâ, â êîòîðîé íè
îäèí íå ïîÿâëÿåòñÿ äâàæäû è êàæäûé ïîñëåäóþùèé èìååò îáùóþ ñòîðîíó ñ ïðåäûäóùèì.
Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíè÷êîâ â òàêîé öåïî÷êå?

Îòâåò. 421

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêó òðåóãîëüíè÷êîâ â äâà öâåòà (÷åðíûé è áåëûé) òàêóþ,
÷òî ñîñåäíèå ïî ñòîðîíå òðåóãîëüíè÷êè îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, è óãëîâûå òðåóãîëü-
íè÷êè ïîêðàøåíû â ÷åðíûé öâåò. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî ïîëó÷èòñÿ 1 + 2 + . . . + 21 = 231
÷åðíûõ òðåóãîëüíè÷êîâ è 210 áåëûõ. Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ öåïî÷êàõ öâåòà
òðåóãîëüíè÷êîâ ÷åðåäóþòñÿ. Â òàêèõ öåïî÷êàõ êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ è áåëûõ òðåóãîëüíè÷-
êîâ ðàçëè÷àåòñÿ íå áîëüøå ÷åì íà åäèíèöó. Ïîýòîìó âñåãî â öåïî÷êå íå áîëåå 210 áåëûõ
è 211 ÷åðíûõ òðåóãîëüíè÷êîâ. Ïðèìåð òàêîé öåïî÷êè ñ 421 òðåóãîëüíè÷êîì, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç âñå áåëûå òðåóãîëüíè÷êè, íàðèñîâàòü íåñëîæíî.

20. Â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå 2× 3 ìîæíî âûäåëèòü äåñÿòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîñòîÿùèõ
èç ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà êëåòîê.

À êàêîå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ ÷åòíîå ÷èñëî êëåòîê, ìîæíî âûäåëèòü
â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå 4× 9?

Îòâåò. 300

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ëèíèè ñåòêè òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå.
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Áóäåì êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê îáîçíà÷àòü äâóìÿ ïàðàìè ÷èñåë � íîìåðàìè ãîðèçîíòàëü-
íûõ è âåðòèêàëüíûõ ëèíèé ñåòêè, îãðàíè÷èâàþùèõ åãî. Íàïðèìåð, óêàçàííûé íà ðèñóíêå
ïðÿìîóãîëüíèê áóäåò (2− 4; 3− 7).

Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü ïàðó ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèé C2
5 = 10. Ïðè ýòîì ïàð ãîðè-

çîíòàëüíûõ ëèíèé, çàäàþùèõ âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû íå÷åòíîé äëèíû áóäåò 3 · 2 = 6, òàê
êàê îäíà èç ëèíèé äîëæíà áûòü íå÷åòíîé (òðè âàðèàíòà), à âòîðàÿ � ÷åòíîé (äâà âàðèàí-
òà). Çíà÷èò, ïàð ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèé, çàäàþùèõ âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû ÷åòíîé äëèíû
áóäåò 10− 6 = 4.

Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü ïàðó âåðòèêàëüíûõ ëèíèé C2
10 = 45. Ïðè ýòîì ïàð âåð-

òèêàëüíûõ ëèíèé, çàäàþùèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîíû íå÷åòíîé äëèíû áóäåò 5 · 5 = 25.
Çíà÷èò, ïàð âåðòèêàëüíûõ ëèíèé, çàäàþùèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîíû ÷åòíîé äëèíû áóäåò
45− 25 = 20.

Ïðÿìîóãîëüíèê áóäåò ñîäåðæàòü ÷åòíîå ÷èñëî êëåòîê â îäíîì èç òðåõ ñëó÷àåâ:

1) Îáå ñòîðîíû ÷åòíû: 4 · 20 = 80 ïðÿìîóãîëüíèêà.

2) Âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà ÷åòíàÿ, à ãîðèçîíòàëüíàÿ � íå÷åòíàÿ: 4 · 25 = 100 ïðÿìîóãîëü-
íèêà.

3) Âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà íå÷åòíàÿ, à ãîðèçîíòàëüíàÿ � ÷åòíàÿ: 6 · 20 = 120 ïðÿìîóãîëü-
íèêà.

Èòîãî, ñêîìîå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ 80 + 100 + 120 = 300.

21. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî{
ab+ bc+ ca+ 1, 5 · (a+ b+ c) = 7039,
2abc− a− b− c = 2008.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå a+ b+ c.

Îòâåò. 2012

Ðåøåíèå. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà 2 è ïðèáàâèì êî âòîðîìó. Ïîëó÷èì

2(ab+ bc+ ca+ abc+ a+ b+ c) = 16086,

òî åñòü
ab+ bc+ ca+ abc+ a+ b+ c = 8043.

Äîáàâèì ñëåâà è ñïðàâà åäèíèöó. Ðàçëîæèâ ëåâóþ ÷àñòü íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì

(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) = 8044 = 2 · 2 · 2011
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(2011 � ïðîñòîå ÷èñëî). À òàê êàê a, b è c íàòóðàëüíûå, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � ýòî
òðîéêà ÷èñåë 1, 1 è 2010 (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííûå
÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò êàæäîìó èç óðàâíåíèé ñèñòåìû. Èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà 2012.

22. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC ðàñïîëîæåíû òàêèå òî÷êè D, E è F , ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà
îòðåçêå AE, òî÷êà E ëåæèò íà îòðåçêå BF , òî÷êà F ëåæèò íà îòðåçêå CD. Èçâåñòíî, öåíòð
îêðóæíîñòè Ω, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC, ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè,
âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê DEF . Òàêæå äàíî, ÷òî ∠DFE = 90◦, DE/EF = 5/3, ðàäèóñ
îêðóæíîñòè Ω ðàâåí 6, à îòíîøåíèå ïëîùàäåé S(ABC)/S(DEF ) = 12, 8. Íàéäèòå DF .

Îòâåò. 3

Ðåøåíèå. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà DEF (ïî óñëîâèþ I �
òàêæå öåíòð îêðóæíîñòè Ω), à K, L, M � ïðîåêöèè I íà DE, EF , FD ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîëîæèì DE = 5x, EF = 3x, òîãäà FD = 4x. Èç ôîðìóëû ðàäèóñà âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê DEF íàõîäèì, ÷òî IK = IL = IM = x. Ïîëîæèì
kx =

√
62 − x2 = AK = BL = CM , òî åñòü x2(k2 + 1) = 36.

Ïóñòü s = S(DEF ). Çàïèøåì ðàâåíñòâî

12, 8 =
S(ABC)

s
=
S(DEF )

s
+
S(ABE)

s
+
S(BFC)

s
+
S(ADC)

s
=

= 1 +
AE ·BE
DE · FE

+
BF · CF
EF ·DF

+
CD · AD
FD · ED

=

= 1 +
(k + 2) · (k − 2)

5 · 3
+

(k + 1) · (k − 1)

3 · 4
+

(k + 3) · (k − 3)

4 · 5
=

=
k2 + 1

5
=

36

5x2
,

îòêóäà x =
6√
64

=
3

4
è DF = 4x = 3.

23. Äàíà ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà SABCD (ABCD � êâàäðàò) è ïðÿìîé êðó-
ãîâîé öèëèíäð Z âûñîòû 17, îñíîâàíèÿ êîòîðîãî îãðàíè÷èâàþò îêðóæíîñòè ω1 è ω2. Èç-
âåñòíî, ÷òî âåðøèíû A è B ëåæàò íà îêðóæíîñòè ω1, âåðøèíû C è D � íà îêðóæíîñòè ω2,
à âåðøèíà S � íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà Z è óäàëåíà îò ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè
ω2 íà ðàññòîÿíèå 10. Íàéäèòå êâàäðàò ðàäèóñà öèëèíäðà.

Îòâåò. 76,5

Ðåøåíèå. ×åðåç ñåðåäèíûK è L ðåáåð AB è CD ïðîâåäåì ïëîñêîñòü α, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
AB. Ïëîñêîñòü α ñîäåðæèò îñü öèëèíäðà è òî÷êó S; ñå÷åíèå öèëèíäðà Z ïëîñêîñòüþ α
� ïðÿìîóãîëüíèê XY ZT , ãäå K ∈ XY , L ∈ ZT , S ∈ TX, à ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ñåðåäèíû P è Q îòðåçêîâ XY è ZT � îñü öèëèíäðà.

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ, êîòîðûå ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî ïèðàìèäà SABCD ïðà-
âèëüíàÿ.

1) AB = CD ⇔ AK2 = DL2 ⇔ PA2 − PK2 = QD2 − QL2 ⇔ R2 − PK2 = R2 − QL2 ⇔
PK = QL, ãäå R � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà, è ìîæíî îáîçíà÷èòü x = PK = QL.
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2) SK = SL ⇔ SK2 = SL2 ⇔ SX2 +XK2 = ST 2 +TL2. Çàìåòèì, ÷òî XK = XP ±PK =
R±x è TL = TQ±QL = R±x. Íî ïîñêîëüêó ST = 10 > 17− 10 = 7 = SX, òî XK > TL,
ïîýòîìó åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü � êîãäà XK = R+ x è TL = R− x. Òåïåðü ðàâåíñòâî
SK2 = SL2 çàïèøåòñÿ êàê SX2 +XK2 = ST 2 + TL2 ⇔ 49 + (R + x)2 = 100 + (R − x)2 ⇔
4Rx = 51.

3) KL = AD = AB ⇔ KL2 = AB2 ⇔ PQ2 + (2x)2 = 4AK2 ⇔ 172 + 4x2 = 4(R2 − x2) ⇔
8x2 = 4R2 − 289.

Èñêëþ÷àÿ x èç (2) è (3), èìååì:

8 ·
(

51

4R

)2

= 4R2 − 289 ⇔ 8R4 − 578R2 − 2601 = 0.

Ðåøàåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî R2, âûáèðàåì ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, ïîëó-
÷àåì:

R2 =
289 +

√
2892 + 8 · 2601

8
=

17

8
· (17 +

√
172 + 8 · 9) =

=
17

8
· (17 +

√
361) =

17

8
· 36 = 76, 5.

24. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûëîæèòü â ðÿä òðè êðàñíûõ, ÷åòûðå ñèíèõ è ïÿòü çåëåíûõ
øàðîâ òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà ñèíèõ øàðà íå ëåæàëè ðÿäîì?

Îòâåò. 7056

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ðàçëîæèì êðàñíûå è çåëåíûå øàðû. Äëÿ ýòîãî íàäî âûáðàòü òðè ìåñòà
èç âîñüìè äëÿ êðàñíûõ øàðîâ. Ìåæäó íèìè (à òàêæå ñëåâà è ñïðàâà) îñòàåòñÿ äåâÿòü ìåñò,
êóäà íóæíî ðàçìåñòèòü ñèíèå øàðû. Èç ýòèõ ìåñò íàäî âûáðàòü ÷åòûðå. Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ

C3
8 · C4

9 =
8 · 7 · 6
1 · 2 · 3

· 9 · 8 · 7 · 6
1 · 2 · 3 · 4

= 56 · 126 = 7056.

25. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n > 1 âåðíî óòâåðæäåíèå: èç ëþáûõ n íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ìîæíî âûáðàòü äâà, ðàçíîñòü êâàäðàòîâ êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 399?

Îòâåò. 81

Ðåøåíèå. Ëåììà 1. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà
(a1, a2, a3) öåëûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî 0 ≤ a1 < p1, 0 ≤ a2 < p2, 0 ≤ a3 < p3 ñóùåñòâóåò ðîâíî
îäíî ÷èñëî k òàêîå, ÷òî 0 ≤ k < p1p2p3 è îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà p1 ðàâåí a1, îñòàòîê îò
äåëåíèÿ k íà p2 ðàâåí a2, îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà p3 ðàâåí a3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñåãî åñòü ðîâíî p1p2p3 ÷èñåë îò íóëÿ äî p1p2p3−1, è ðîâíî p1p2p3 íàáî-
ðîâ (a1, a2, a3), óäîâëåòâîðÿþùèõ óëîâèþ. Ïðè ýòîì åñëè áû íåêîòîðîìó íàáîðó (a1, a2, a3)
ñîîòâåòñòâîâàëî äâà ÷èñëî k1 è k2, òî ðàçíîñòü k1 − k2 äåëèòñÿ íà p1p2p3 (òàê êàê ýòè
÷èñëà èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè p1, p2 è p3), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
0 ≤ k1, k2 < p1p2p3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîìó íàáîðó ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíî ÷èñëî.

Ëåììà 2. Êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìåþò ðîâíî
p+ 1

2
ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ ïðè

äåëåíèè íà ïðîñòîå ÷èñëî p.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êâàäðàòû ÷èñåë a è b èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòðè ïðè äåëåíèè íà p
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçíîñòü a2− b2 = (a− b)(a+ b) äåëèòñÿ íà p. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ëèáî ó ÷èñåë a è b îäèíàêîâûå îñòàòêè, ëèáî îñòàòêè ÷èñåë a è b â ñóììå äàþò p. Ïîýòîìó

êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìåþò ðîâíî
p+ 1

2
ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà p.

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî 399 = 3 · 7 · 19. Ïóñòü ñó-
ùåñòâóþò n ÷èñåë, êâàäðàòû êîòîðûõ èìåþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 399. Èç
ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòû èìåþò 2 ðàçëè÷íûõ îñòàòêà ïðè äåëåíèè íà 3; 4 îñòàòêà
ïðè äåëåíèè íà 7; è 10 îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà 19. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî êàæäîìó
èç 2 · 4 · 10 = 80 äîïóñòèìûõ íàáîðîâ îñòàòêîâ (a1, a2, a3) îò äåëåíèÿ êâàäðàòà íà 3, 7, 19
ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îäíîãî èç íàøèõ n ÷èñåë. Çíà÷èò, åñëè n > 80 òî íåëüçÿ íàéòè n
÷èñåë, êâàäðàòû êîòîðûõ èìåþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 399.

Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð äëÿ n = 80. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 ñëåäóåò êâàäðàòû
÷èñåë ñ îñòàòêàìè 0 è 1 ïðè äåëåíèè íà 3 äàþò ðàçíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3, êâàäðàòû
÷èñåë ñ îñòàòêàìè 0, 1, 2, 3 è 4 ïðè äåëåíèè íà 7 äàþò ðàçíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà
7, êâàäðàòû ÷èñåë ñ îñòàòêàìè 0, 1, 2, . . . è 9 ïðè äåëåíèè íà 19 äàþò ðàçíûå îñòàòêè
ïðè äåëåíèè íà 19. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò 80 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë îò 0 äî 398,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó èç íàáîðîâ (a1, a2, a3), ãäå 0 ≤ a1 ≤ 1, 0 ≤ a2 ≤ 3, 0 ≤ a3 ≤ 9.
Ýòè 80 ÷èñåë î÷åâèäíî ïîäõîäÿò, òàê êàê êâàäðàòû ëþáûõ äâóõ, ÷èñåë ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçíûì íàáîðàì èìåþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè õîòÿ áû íà îäíî èç ÷èñåë 3, 7, 19.
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